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2025- 2026学年高三上学期 12月联考数学试题

注意事项：

1．答卷前，考生务必将自己的姓名、准考证号填写在答题卡上。

2．回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑。如需改动，用橡

皮擦干净后，再选涂其他答案标号。回答非选择题时，将答案写在答题卡上，写在本试卷上无效。

3．考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。

一、单选题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分，每小题只有一个选项符合要求

1.设集合 A= x ln x-1 ≤0 ，B= x 0≤2x-1≤2 ，则 A∪ B=

A. x 1<x≤ 3
2  B. x x≤2  C. x 1

2 ≤x≤2  D. x 1
2 ≤x≤

3
2 

2.若 z
z-1 = 2+ i(i为虚数单位)，则复数 z的虚部为

A. 1
2 B. - 1

2 C. 1
2 i D. - 1

2 i

3.设点 A，B，C不共线，则“AB


与 AC


的夹角为锐角”是“ AB

+AC


 > BC

 ”的

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件

4.已知等比数列 an 满足
1
a1
+ 1
a2
+ 1
a3
= 14，a2= 1

2 ，记 Sn为其前 n项和，则 S3=

A. 7
4 B. 7

2 C. 7 D. 14

5.已知实数 x , y满足 3x2+ 3xy+ y2= 3，则 2x+ y最大值为

A. 2 B. 3 C. 3 D. 2

6.若函数 f x 及其导函数 f  x 满足 xf  x + f x - sinx= 0，且 f π = 0，则 f 2π =

A. 1
2π B. - 1

2π C. 1
π D. - 1

π

7.蒙日是法国著名的数学家，他首先发现椭圆的两条相互垂直的切线的交点的轨迹是圆，这个圆被称为

“蒙日圆”.已知椭圆C : x
2

m +
y2
3 = 1的焦点在 x轴上，A , B为椭圆上任意两点，动点 P在直线 x- 2 y-

6= 0上.若∠APB恒为锐角，根据蒙日圆的相关知识得椭圆C的离心率的取值范围为

A. 0, 3
3  B. 0, 6

3  C. 3
3 ,1  D. 6

3 ,1 

8.函数 f x = 2sinωx 3sinωx+cosωx (ω> 0)在 0, π3 上单调递增，且对任意的实数 a，f x 在 (a , a

+ π)上不单调，则ω的取值范围为

A. 1, 52 
 B. 1, 54 

 C. 1
2 ,

5
2 
 D. 1

2 ,
5
4 

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二、多选题：本题共 3小题，每小题 6分，共 18分。在每小题给出的四个选项中，有多项符合题目要求。全

部选对的得 6分，部分选对的得部分分，有选错的得 0分。

9.已知△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，则

A. 若 bcosA= acosB，则△ABC为等腰三角形

B. 若 a2+ b2> c2，则△ABC为锐角三角形

C. 在锐角三角形 ABC中，不等式 sinA> cosB恒成立

D. 若 B= π
4 ，a= 2，且该三角形有两解，则 b的范围是 2 ,2 

10.已知定义在 R上的函数 f x 不是奇函数，且∃ x∈ R，f -x =- f x ，则

A. f 0 ≠ 0
B. ∃ x∈ R，f -x ≠- f x 

C. f x 的解析式可以是 f x = x-2 - 1

D. 若 f x 的解析式是 f x =
-x2+2x+a, x≥0
x, x<0
 ，则实数 a的最小值为- 1

4

11.在四棱锥 P- ABCD中，底面 ABCD是矩形，AD= 2 2，AP= AB= PD= 2，平面 PAD⊥平面 ABCD，点
M在线段 PC上运动 (不含端点)，则

A. 存在点M使得 BD⊥ AM
B. 四棱锥 P- ABCD外接球的表面积为 12π

C. 直线 PC与直线 AD所成角为
π
3

D. 当动点M到直线 BD的距离最小时，过点 A，D，M作截面交 PB于点N，则四棱锥 P- ADMN的体积

是 1

三、填空题：本题共 3小题，每小题 5分，共 15分

12.已知 α∈ π
2 ,π ，且 sinα= 4

5 ，则 sin α+ π
4 = .

13.已知圆O的半径为 2，点 A，B在圆O上，点C在圆O内，且 AB=OC= 1，则 AB

⋅ AC


的最小值为 .

14.已知数列 an 中 a1= 1，an+1= 2an+ n+2
n2+n

，正项数列 bn 的前 n项和为 Tn，且 an+ bn2= 2n，若 λ< T2025，

则 λ的最大整数值为 .

四、解答题：本题共 5小题，共 77分，解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤

15.在△ABC中， 3asinB= b 1+cosA ．

(1)求∠A；

(2)若 c= 6，△ABC的面积为
9 3
2 ，点D在边 BC上且 BD= 2DC，求线段 AD的长.
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16.已知数列 an 的前 n项和 Sn=
an an+1 

2 ，且 an> 0.

(1)证明：数列 an 为等差数列；

(2)设 bn=
an
2n

，求数列 bn 的前 n项和 Tn.

17.如图，在三棱柱 ABC- A1B1C1中，△ABC为等腰直角三角形，∠A1AC=∠ACB= π
2 ，∠CC1B1= π

3 ，BC=

CC1= 2，P为棱 BB1的中点，N为棱 A1B1上的一点.
(1)求证：CC1⊥平面 ACP；

(2)若平面NCP与平面 ACP的夹角的余弦值为
5
5 ，求线段 A1N的长.

B1

P

BC

C1
N

A1

A
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18.已知椭圆 E：x
2

a2
+ y2

b2
= 1 a>b>0 ，短轴长为 4，椭圆上的点到两个焦点的距离之和为 4 3 .设椭圆 E

的左右顶点为 A，B，直线 l交椭圆 E于M，N两点 (不与 A，B重合)，设直线 AM的斜率为 k1，直线 BN的

斜率为 k2，且 3k1- k2= 0.
(1)求椭圆方程；

(2)求证：直线MN过定点；

(3)弦MN的中点为H，直线OH与椭圆交于 P，Q两点，求四边形MPNQ面积 S的取值范围.

19.已知函数 f x = 2ex
a - x a≠0 .

(1)讨论 f x 的单调性；

(2)若对于任意的 x∈ R，ex f x + a≥ 0恒成立，求 a的最大值；

(3)证明：1+n n> n!e
n
2 n∈N * .
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参考答案

1. C

【解析】ln x-1 ≤ 0= ln1⇔ x-1>0
x-1≤1
 ，则 A= x 1<x≤2 ，又 B= x 1

2 ≤x≤
3
2 ，

则 A∪ B= x 1
2 ≤x≤2 .

2. B

【解析】由
z

z-1 = 2+ i，得 1+ 1
z-1 = 2+ i，即 z= 1

1+ i + 1= 1- i
1+ i 1- i 

+ 1= 3
2 -

1
2 i，其虚部为

- 1
2 .

3. C
【解析】∵ A、B、C三点不共线,∴
|AB

+ AC

|> |BC


|⇔ |AB


+ AC

|> |AB


- AC

|

⇔ |AB

+ AC

|2> |AB


- AC

|2⇔ AB


•AC

> 0⇔ AB


与 AC


的夹角为锐角.故“AB


与 AC


的夹角为锐角”是“|AB

+ AC

|> |BC


|”的充分必要条件.

4. B

【解析】设等比数列 an 的公比为 q，则 a1=
a2
q =

1
2q ，a3= a2q；

将 a1=
a2
q =

1
2q ，a2= 1

2 ，a3= a2q代入
1
a1
+ 1
a2
+ 1
a3
= 14中，得 2q+ 2+ 2

q = 14，化简得 q+ 1
q = 6；

所以 S3= a1+ a2+ a3=
a2
q + a2+ a2q= a2

1
q +1+q = 1

2
1
q +1+q = 7

2 .

5. A

【解析】解法 (1)：由 3x2+ 3xy+ y2= 3⇒ 3 x+ y
2 

2
+ 1

4 y
2= 3，

令 x+ y
2 = cosθ , y2 = 3sinθ，即 x= cosθ- 3sinθ，y= 2 3sinθ，

∴ 2x+ y= 2cosθ≤ 2，即 2x+ y最大值为 2；

解法 (2)：(2x+ y)2= 4x2+ 4xy+ y2= 3+ x2+ xy= 3+ x x+y ≤ 3+ (2x+y)
2

4 ,

当且仅当 x= x+ y，即 y= 0 , x2= 1时取等号，

∴ (2x+ y)2≤ 4 ,∴-2≤ 2x+ y≤ 2，即 2x+ y最大值为 2.
6. D

【解析】因为 xf  x + f x - sinx= 0，所以 xf x  = sinx，
所以 xf x =-cosx+C，因为 f π = 0，
所以 πf π =-cosπ+C= 0，解得C=-1，

所以 xf x =-cosx- 1，令 x= 2π，可得 2πf 2π =-cos2π- 1，解得 f 2π =- 1
π .

7. B
【解析】∵椭圆C的焦点在 x轴上，∴m> 3，
∵直线 x=± m，y=± 3与椭圆C都相切，

∴ x=± m，y=± 3所围成矩形的外接圆 x2+ y2= 3+m即为椭圆C : x
2

m +
y2
3 = 1的蒙日圆，
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∵ A , B为椭圆C : x
2

m +
y2
3 = 1上任意两个动点，动点 P满足∠APB为锐角，

∴点 P在圆 x2+ y2= 3+m外，又动点 P在直线 x- 2 y- 6= 0上，∴直线 x- 2 y- 6= 0与圆 x2+ y2

= 3+m相离，∴
-6 
1+2

> 3+m，解得：m< 9，

又m> 3，∴ 3<m< 9；

∵椭圆C离心率 e= m-3
m = 1- 3

m ，
3
m ∈

1
3 ,1 ，∴ e∈ 0, 6

3 .
8. D

【解析】因为 f (x) = 2sinωx( 3 sinωx+ cosωx) = 2 3sin2ωx+ 2sinωxcosωx= sin2ωx- 3 cos2ωx+ 3

= 2sin 2ωx- π
3 + 3，

又因为 x∈ 0, π3 ，且ω> 0，则 2ωx- π
3 ∈ - π

3 ,
2ωπ
3 - π

3 ，若 f (x)在 0, π3 上单调递增，所以

2ωπ
3 - π

3 ≤
π
2 ，所以 0<ω≤ 5

4 ，因为对任意的实数 a，f (x)在 (a , a+ π)上不单调，所以 f (x)的周期 T

= 2π
2ω < 2π，所以ω> 1

2 ，所以
1
2 <ω≤

5
4 .

9. ACD
【解析】对于 A，因为 bcosA= acosB，
所以由正弦定理得 sinBcosA= sinAcosB ,∴ sin B-A = 0，
又 A，B为△ABC的内角，∴ B- A∈ -π,π ，则 B- A= 0，即 B= A，故 A正确；

对于 B，由余弦定理可得 cosC= a2+b2-c2
2ab > 0，则角C为锐角，不能得到△ABC为锐角三角形，故 B错

误；

对于C，因为△ABC是锐角三角形，所以 0<C< π
2 ，所以

π
2 < π-C= A+ B< π，

又 A , B∈ 0, π2 ，所以 0< π
2 - B< A< π

2 ，

又因为 y= sinx在 0, π2 单调递增，所以 sinA> sin π
2 -B = cosB，C正确；

对于D，因为 B= π
4 ，a= 2，且该三角形有两解，

所以 asinB< b< a，即 2< b< 2，故D正确.

10. BD
【解析】对于 A，因为函数 f x 不是奇函数，且∃ x∈ R , f -x =- f x ，

所以无法判断 f 0 ≠ 0是否成立，

例如：设 f x =
x2, x≥0
x, x<0
 ，显然 f x 不是奇函数，且存在 f -1 =-1=- f 1 ，

但 f 0 = 0，故 A错误；

对于 B，因为函数 f x 不是奇函数，所以∃ x∈ R , f -x ≠- f x ，故 B正确；

对于C，若 f x = x-2 - 1，令 f -x =- f x ，

即 -x-2 - 1=- x-2 + 1，即 x+2 + x-2 = 2，
当 x<-2时，方程化为-x- 2- x+ 2= 2，解得 x=-1(舍去)；
当-2≤ x≤ 2时，方程化为 x+ 2- x+ 2= 2，无实数解；

当 x> 2时，方程化为 x+ 2+ x- 2= 2，解得 x= 1(舍去).
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综上，不存在 x∈ R , f -x =- f x ，故C错误；

对于D，函数 f x =
-x2+2x+a, x≥0
x, x<0
 显然不是奇函数，

若∃ x∈ R，f -x =- f x ，

当 x> 0时，-x< 0，则 f -x =- f x ⇔-x= x2- 2x- a⇔ a= x2- x= x- 1
2 

2
- 1

4 ，得 a≥- 1
4 ，

当 x< 0时，-x> 0，则 f -x =- f x ⇔- -x 2- 2x+ a=-x⇔ a= x2+ x= x+ 1
2 

2
- 1

4 ，得 a≥

- 1
4 ，

当 x= 0时，则 f -x =- f x ⇔ a=-a，得 a= 0，

综上，a≥- 1
4 ，故实数 a的最小值为- 1

4 ，故D正确.

11. BCD
【解析】如图 1，取 AD的中点G，连接GC , PG , BD，GC∩ BD=H，则 PG⊥ AD，
因为平面 PAD⊥平面 ABCD，平面 PAD∩平面 ABCD= AD，PG⊂平面 PAD，
所以 PG⊥平面 ABCD，BD⊂平面 ABCD，则 PG⊥ BD．

又因为 tan∠ADBtan∠DGC= AB
AD ⋅

CD
GD = 1，所以GC⊥ BD，

又 PG∩GC=G，PG，GC⊂平面 PGC，所以 BD⊥平面 PGC．
因为M∈平面 PGC，A∉平面 PGC，所以 BD⊥ AM不成立，A错误．

因为△APD为等腰直角三角形，将四棱锥 侧面 APD作为底面一部分，补成棱长为 2的正方体．

如图 2，则四棱锥 P- ABCD的外接球即为正方体的外接球，其半径 R= 3，
即四棱锥 P- ABCD外接球的表面积为 4π× 3= 12π，B正确．

如图 2，直线 PC与直线 AD所成角即为直线 PC与直线 BC所成角，

而△PBC是正三角形，故该夹角为
π
3 ，C正确．

如图 1，因为 BD⊥平面 PGC，当动点M到直线 BD的距离最小时HM⊥ PC，

由上推导知 PG⊥GC，GC= 22+( 2)2= 6，cos∠DCG= DC
CG =

2
6
= 6

3 ，

CH=DCcos∠DCG= 2 6
3 ，GH=GC-CH= 6

3 ，

PH= PG2+GH2= 2 2 + 6
3 

2
= 2 6

3 ，PH=CH，

因此M为 PC的中点，如图 3，由M为 PC的中点，即为QD中点，

平面 ADM即平面 ADQ与 BP的交点也即为QA与 BP的交点，可知N为QA的中点，
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故VP-ADMN= 3
4 VP-AQD=

3
4 VQ-APD=

3
4 ×

1
3

1
2 ×2×2 × 2= 1，D正确.

12. 2
10

【解析】由 α∈ π
2 ,π 且 sinα= 4

5 ，得 cosα=- 1-sin2α=- 3
5 ，

则 sin α+ π
4 = sinαcos π4 + cosαsin π4 =

4
5 ×

2
2 + - 3

5 × 2
2 = 2

10 .

13. - 1
2

【解析】因为OA=OB= 2 , AB= 1，所以 cos∠AOB= OA2+OB2-AB2

2OA ⋅OB = 7
8 ，

又 AB

⋅ AC

= OB

-OA


 ⋅ OC

-OA


 =OB

⋅OC

-OA

⋅OB

-OA

⋅OC

+OA
2

= OB

-OA


 ⋅OC

- 2× 2× 7

8 + 4= AB

⋅OC

+ 1

2 = 1× 1× cosAB

,OC

+ 1

2

= cosAB

,OC

+ 1

2 ≥-1+
1
2 =-

1
2 ，

当且仅当 AB

,OC

= 180°时取等号，

所以 AB

⋅ AC


的最小值为- 1
2 .

14. 88

【解析】已知 a1= 1，递推关系 an+1= 2an+ n+2
n(n+1) ，即

2
n -

1
n+1 ，移项可得：an+1+ 1

n+1 = 2 an+ 1
n ，

设 cn= an+ 1
n ，即 cn+1= 2cn，所以 cn 是首项为 c1= a1+ 1

1 = 1+ 1= 2，公比为 2的等比数列，

cn= 2 ⋅ 2n-1= 2n.

因此，an= cn- 1
n = 2n- 1

n .又因为 an+ b2n= 2n，则 b2n= 2n- an= 2n- 2n- 1
n = 1

n ，

又因为 bn 是正项数列，故 bn= 1
n
.

数列 bn 的前 n项和 Tn=
n

k=1
bk=

n

k=1
 1

k
，

由于放缩法：
1
k
> 2 k+1- k (k> 0且 k∈ Z)，

证明如下：因为 k> 0，所以 k+1> k，则 k+1+ k > k + k = 2 k，

由于 k+1+ k > 2 k > 0，所以
k+1+ k

2 > k，

则
1

k+1+ k
2

< 1
k
，即 2( k+1- k )< 1

k
.

综上，不等式
1
k
> 2( k+1- k ) (k> 0)成立；同理可证得

1
k
< 2( k - k-1 ).

所以当 k≥ 2时，
n

k=2
 1

k
< 2

n

k=2
( k - k-1 ) = 2( n- 1 )，

因此 Tn= 1+
n

k=2
 1

k
< 1+ 2( n- 1) = 2 n- 1；

当 n= 2025时， 2025= 45，故 T2025< 2× 45- 1= 89.

当 k≥ 1时：
n

k=1
 1

k
> 2

n

k=1
( k+1- k ) = 2( n+1- 1 )，

当 n= 2025时，T2025> 2 2026-1 > 2 2025-1 = 2× 45-1 = 88.
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所以 88< T2025< 89，
因此，满足 λ< T2025的最大整数 λ为 88.

15. (1)在△ABC中，由正弦定理得：
a

sinA =
b

sinB ，可得 asinB= bsinA，

又 3asinB= b 1+cosA ，所以 3bsinA= b 1+cosA ，

所以 3sinA- cosA= 1，即 sin A- π
6 = 1

2 ．

因为 A∈ 0,π ，所以 A- π
6 ∈ - π

6 ,
5
6 π ，所以 A- π

6 =
π
6 ，可得 A= π

3 .

(2)因为△ABC的面积为
9 3
2 ，c= 6，由 (1)知 A= π

3 ，

所以
1
2 ⋅ b× 6sin

π
3 =

9
2 3，得 b= 3，

所以 BC2= b2+ c2- 2bccosA= 27，可得 BC= 3 3，

所以 AC2+ BC2= AB2，所以C= π
2 ．

在直角△ACD中，CD= 1
3 BC= 3 , AC= 3，

可得 AD= AC2+CD2= 2 3.

16. (1)由题意可知，当 n= 1时，S1= a1=
a1 a1+1 

2 ，因为 an> 0，解得 a1= 1，

当 n≥ 2时，Sn- Sn-1= an=
an an+1 

2 -
an-1 an-1+1 

2 ，化简得 an+an-1 an-an-1-1 = 0，

因为 an> 0，所以 an+ an-1> 0，则 an- an-1- 1= 0，即 an- an-1= 1，
可知数列 an 是以 1为首项，1为公差的等差数列.

(2)由 (1)可知，an= n，则 bn= n
2n

，

则 Tn= b1+ b2+ b3+⋯+bn= 1
2 +

2
22
+ 3

23
+⋯+ n

2n
，

则
1
2 Tn=

1
22
+ 2

23
+ 3

24
+⋯+ n-1

2n
+ n

2n+1
，

可得 Tn- 1
2 Tn=

1
2 Tn=

1
2 +

1
22
+ 1

23
+⋯+ 1

2n
- n

2n+1
=

1
2 1- 1

2 
n





1- 1
2

- n
2n+1

，

解得 Tn= 2- 2+n
2n

.

17. (1)因为∠A1AC= π
2 ，所以侧面 AA1C1C为矩形，故 AC⊥CC1，又∠ACB= π

2 ，即 AC⊥ BC，且 BC∩CC1

=C，BC ,CC1⊂平面CC1B1B，所以 AC⊥平面CC1B1B，而 B1B⊂平面CC1B1B，故 AC⊥ B1B，又 BC=

CC1，∠B1BC=∠CC1B1= π
3 ，故△BCB1为等边三角形，所以 B1C= BC，因为 P是线段 BB1的中点，故 BB1

⊥CP，且 AC∩CP=C，AC ,CP⊂平面 ACP，故 BB1⊥平面 ACP，因为 AP⊂平面 ACP，故 BB1⊥ AP，又
BB1⎳CC1，所以CC1⊥平面 ACP.
(2)由 (1)知，AC⊥平面CC1B1B，又 AC⊂平面 ABC，
故平面CC1B1B⊥平面 ABC，
以C为原点，CA，CB所在直线分别为 x，y轴，

过点C在平面CC1B1B内作垂直CB的直线为 z轴，建立空间直角坐标系，

由 (1)知△BCB1为等边三角形，故△C1CB1为等边三角形，且 B1C1⊥ z轴，
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B1

P

BC

C1
N

A1

A

z

y

x

所以 A 2,0,0 ，B 0,2,0 ，B1 0,1, 3 ，C1 0,-1, 3 ，P 0, 32 ,
3
2 ，

A1 2,-1, 3 ，设N a,b,c ，A1N

= λA1B1


，λ∈ 0,1 ，

则 a-2,b+1,c- 3 = λ -2,2,0 ，解得 a= 2- 2λ , b= 2λ- 1 , c= 3，
故N 2-2λ,2λ-1, 3 ，

易得平面 ACP的一个法向量为 BB1


= 0,-1, 3 ，

设平面NCP的法向量 n= x,y,z ，则
n⋅CN

= 2-2λ x+ 2λ-1 y+ 3 z=0

n⋅CP

= 3

2 y+
3
2 z=0

 ，

令 y= λ- 1，则 n= λ-2,λ-1, 3- 3λ .

记平面NCP与平面 ACP夹角为 θ，

故 cosθ= cosn,BB1


 =

n⋅BB1


 
n ⋅ BB1


 

=
λ-2,λ-1, 3- 3λ ⋅ 0,-1, 3  

2× 5λ2+8
=

4-4λ 

2 5λ2-12λ+8
= 5

5 ，

整理得 15λ2- 28λ+ 12= 0，解得 λ= 2
3 或 λ= 6

5 (舍去)，

所以 A1N= 2
3 A1B1= 2

3 AB=
2
3 AC2+BC2= 4 2

3 .

18. (1)由题意可得 2b= 4，则 b= 2，2a= 4 3，则 a= 2 3，所以椭圆的标准方程为
x2
12 +

y2
4 = 1.

(2)连接MB，设M x1,y1 ，N x2,y2 ，而 A -2 3 ,0 ，B 2 3 ,0 ，

因为
x21
12 +

y21
4 = 1，所以 x21- 12=-3y21，

则 kMA ⋅ kMB=
y1

x1+2 3
⋅ y1
x1-2 3

= y21
x21-12

= y21
-3y21

=- 1
3 ，

因为 kBN= 3kMA，所以 kBN ⋅ kBM=-1，
设直线MN的方程为 x=my+ t，

则
x=my+ t
x2
12 +

y2
4 =1

 ，得 m2+3 y2+ 2mty+ t2- 12= 0，

Δ= 4m2t2- 4 m2+3  t2-12 = 48m2- 12t2+ 144> 0，

y1+ y2=-
2mt
m2+3

，y1y2=
t2-12
m2+3

，

则 kBN ⋅ kBM=
y1

x1-2 3
⋅ y2
x2-2 3

= y1y2
my1+ t-2 3 my2+ t-2 3 

=-1，

化简可得 1+m2 y1y2+m t-2 3  y1+y2 + t-2 3 2= 0，
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所以 1+m2 ⋅ t
2-12
m2+3

+m t-2 3 ⋅ -2mtm2+3
+ t-2 3 2= 0，

因为 t≠ 2 3，所以 1+m2  t+2 3 - 2m2t+ t-2 3 m2+3 = 0，解得 t= 3，
所以直线MN的方程为 x=my+ 3，故恒过定点 3 ,0 .

(3)因为 kOH  ⋅ kMN  =- 1
3 ，所以 kOH  =-m3 ，

设直线OH的方程为 y=-m3 x，即mx+ 3y= 0，

则
mx+3y=0
x2
12 +

y2
4 =1

 ，得 1+ m
2

3 x2= 12，故 xP = xQ = 6
m2+3

，

则M x1,y1 到 PQ的距离为 d1=
mx1+3y1 

m2+9
，

N x2,y2 到 PQ的距离为 d2=
mx2+3y2 

m2+9
，

且mx1+ 3y1与mx2+ 3y2异号，

故 PQ = 1+ m
2

9 ⋅ 12
m2+3

= 4 m2+9
m2+3

，

所以 S= S△MPQ+ S△NPQ=
1
2 PQ d1+d2 = 1

2
4 m2+9
m2+3

mx1+3y1-mx2-3y2 

m2+9
= 2

m2+3
m my1+ t +3y1-m my2+ t -3y2 = 2 m2+3 y1-y2 ，

由 (2)可知Δ= 12 4m2+9 ，

所以 S= 2 m2+3 2 3 4m2+9
m2+3

= 4 3 4m2+9
m2+3 = 4 3 4- 3

m2+3 ,m
2≥ 0，

所以 S≥ 4 3 × 3= 12且 S< 4 3 × 2= 8 3，
所以 S 取值范围为 12,8 3 .

19. (1) f  x = 2ex
a - 1，当 a< 0时，f  x < 0，f (x)在 R上单调递减，当 a> 0时，令 f  x = 0⇒ x= ln a2 ，当

x< ln a2 时，f  x < 0，故函数 f x 在区间 -∞, ln a2 单调递减；当 x> ln a2 时，f  x > 0，故函数 f x 

在区间 ln a2 ,+∞ 上单调递增.

(2) 2e
2x

a - xex+ a≥ 0对∀ x∈ R恒成立，

当 a< 0时，x→+∞时，左边→-∞与条件矛盾，舍去，∴ a> 0，

令 ex= t , t> 0 ,∴ 2t2
a - tlnt+ a≥ 0，即 2t- aln t+ a2

t ≥ 0对∀ t> 0恒成立，

令 φ t = 2t- alnt+ a2
t , φ

 t = 2- a
t -

a2
t2
= 2t2-at-a2

t2
=

2t+a  t-a 
t2

，

当 t∈ 0,a 时，φ t < 0，t∈ a,+∞ 时，φ t > 0，
所以 φ(t)在 (0 , a)上单调递减；(a ,+∞)单调递增，

故只需 φ(t)min= φ(a) = 3a- alna≥ 0⇒ 0< a≤ e3 ,∴ amax= e3.

(3)要证：(1+ n)n> n!e
n
2⇔证：nln(1+ n)> n

2 + lnn! = n
2 + ln1+ ln2+⋯+lnn

即证：∑
n

k=1
kln 1+k - k-1 lnk >∑

n

k=1

1
2 + lnk ，
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只需证：kln 1+k - k-1 lnk> 1
2 + lnk , k∈N *，

即证：kln 1+k - klnk> 1
2 , k∈N

*，即证：ln 1+ 1
k > 1

2k , k∈N
*，

令
1
k = x , x∈ (0 , 1]⇔证：ln(1+ x) - x

2 > 0 , x∈ (0 , 1]，

令 F x = ln 1+x - x
2 , F

 x = 1
1+x -

1
2 ≥ 0 ,∴ F x 在 (0 , 1]上单调递增，

∴ F(x)> F(0) = 0，证毕.
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